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Annotatsiya: Mazkur ishda Euler—Bernoulli nazariyasiga asoslangan elastik chizig modeli
hamda uning nolo-kal (Eringen tipidagi) modifikatsiyasi ko‘rib chigiladi. Lokal elastiklik modeli
doirasida egilish momenti va egri-lik o‘rtasidagi bog*lanishdan foydalanib, Euler elastikasi uchun
bosh differensial tenglama keltirib chigariladi. Ushbu nochizigli ikkinchi tartibli oddiy differensial
tenglama bir marta integrallash orqali birinchi integralga keltiriladi va Yakobi elliptik funksiyalari
hamda birinchi va ikkinchi turdagi to‘liqg bo‘lmagan elliptik integrallar yordamida aniq analitik
yechim olinadi. Keyinchalik kichik o‘lchamli effektlarni hisobga oluvchi Eringen nolo-kal
elastiklik nazariyasi asosida konstitutiv bog‘lanish modifikatsiya qilinadi. Natijada lokal
modelning umumlashgan ko‘rinishi olinadi va yangi bosh tenglama chigariladi. Ushbu tenglama
ham integrallash yo‘li bilan elliptik integrallar orqgali bilvosita parametrik ko‘rinishda ifodalanadi.
Olingan natijalar nano-balkalar va nanotuzilmalarning deformatsiyasini aniglashda qo‘llanilishi
mumkin.

Kalit so‘zlar: Euler elastikasi, Leonhard Euler nazariyasi, Daniel Bernoulli balkasi, lokal
elastiklik, nolo-kal elastiklik, egilish momenti, egri-lik, Yakobi elliptik funksiyalari, to‘lig
bo‘lmagan elliptik integrallar, mexanik muvozanat

Abstract: This work examines the elastic line model based on the Euler—Bernoulli theory
and its nonlocal (Eringen-type) modification. Within the local elasticity model, by employing the
relationship between the bending moment and curvature, the governing differential equation for
Euler elasticity is derived. This nonlinear second-order ordinary differential equation is reduced
to a first integral by a single integration, and an exact analytical solution is obtained using Jacobi
elliptic functions and elliptic integrals of the first and second kind. Subsequently, the constitutive
relation is modified based on Eringen’s nonlocal elasticity theory that accounts for small-scale
effects. As aresult, a generalized form of the local model is obtained and a new governing equation
is derived. This equation is also expressed in a parametric form via elliptic integrals by integration.
The obtained results can be used to determine the deformation of nano-beams and nanostructures.

Keywords: Euler beam, Leonhard Euler’s theory, Daniel Bernoulli beam, local elasticity,
nonlocal elasticity, bending moment, curvature, Jacobi elliptic functions, incomplete elliptic
integrals, mechanical equilibrium

AHHOTaI[I/Iﬂ: B I[aHHofI CTAaTbC paCCMATPUBACTCA MOACIIb ynpyroﬁ JJMHHUH, OCHOBaHHAas Ha
Teopun Oilnepa-bepnynnu, u ee HenokanpHas (Tuna OpuHreHa) Moauduxamus. B pamkax
JIOKaJIbHOU MOJCIIN YHPYTOCTH, UCIIOJBb3Yysl COOTHOMICHUC MCKIY I/I3FI/I6aIOI_I_II/IM MOMECHTOM H
KPUBHU3HOM, BRIBOJIUTCSI OCHOBHOE MU PepeHITHaAIbHOE YPaBHEHHE ISl YIPYToCcTH Diiiepa. ITo
HeNMHEeHOe OOBIKHOBEHHOE Iu(¢epeHanbHoe ypaBHEHHE BTOPOTO TOpPSIKA CBOJUTCA K
IIEPBOMY MHTETPAIY C IIOMOIIBI0 OJHOTO HHTETPUPOBAHUSA, U IOJYIAETCA TOYHOE aHAIUTUYECKOE
pelLIeHHEe C UCHOJIb30BAHUEM SJUTUNTHUECKUX (YHKUIMN SIKOOM M AIUITMITHYECKUX HWHTETPajoB
MEPBOTO M BTOPOTO pojia. 3aTeM KOHCTUTYTHBHOE COOTHOIIEHHWE MOJUMPHUIIUPYETCS HAa OCHOBE
HEJIOKAJIbHOW TEOPUHU YHPYroCcTH DPUHIEHA, KOTOPasi YYUTHIBAET MEIKOMACIITAOHbBIE 3(P(PEKTHI.
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B pesynbrate mnomydaercst oOoOmieHHas (opma JIOKaIbHOH MOJENM W BBIBOJUTCS HOBOE
OTIpENIETIAIONIee YpaBHEHHE. DTO ypaBHCHHE TAKXKE BBIPAKACTCS B TapaMeTpUuecKou ¢opme,
HCABHO YCPEC3 OJBJUIMIITUYCCKHUEC HWHTCTpaJibl TOCPCACTBOM HMHTCIPUPOBAHUA. HOJIy‘IeHHBIC
pPE3yabTaTel MOTYT ObITh HCHOJB30BaHLI A OIpEACICHUA ,HC(l)OpMaLII/II/I HaHOOAJIOK |
HAaHOCTPYKTYP.

KuroueBnble ciioBa: 6anka Dinepa, Teopus Jleonapaa Diinepa, 6anka Jlanusns bepuymy,
JOKaJbHAas  YOPYTrOCTb, HEJNOKalbHAas yOpPyrocTb, W3rHOAIOMMKA MOMEHT, KpHBH3HA,
SJUJIUIITUYCCKUEC (I)YHKLII/II/I }IKO6I/I, HCIIOJIHBIC JOJUIMIITHYCCKHUE HHTETpajibl, MCXAaHHYECCKOC
paBHOBECHE

Klassik Eyler—Bernoulli modeli XVIII asrda mahalliy elastiklik nazariyasiga asoslanib
tekis egri shaklli shinalarning katta deformatsiyalarini tasvirlash magsadida ishlab chigilgan.
Ko‘rsatish mumkinki, bu muammoning aniq yechimi Yakobi elliptik funksiyalari va birinchi,
ikkinchi hamda uchinchi turdagi to‘lig bo‘lmagan elliptik integralardan foydalangan holda
yozilishi mumkin.

Euler-Bernoulli nazariyasi juda kichik ob’ektlarga, masalan, nano-balka (jumladan nano-
simlar [5], nanotubalar, nanotirsaklar va boshgalar) ga ham go‘llanilishi mumkin; ular kichik
uzunlik o‘Ichoviga (nano o‘lcham) ega bo‘lgan va egilish momentlari, shuningdek kesish hamda
0°‘g bo‘yicha kuchlar ta’sirida deformatsiyalanadigan balka sifatida ko‘riladi. Nanokuchlamadagi
bunday ob’ektlar g‘ayrioddiy fizik va mexanik xususiyatlarga ega: yuqgori uzunlik-kenglik nisbati,
yugori egiluvchanlik, yuqori tortish va kesish mustahkamligi hamda yugqori elastiklik moduli.
Masalan, uglerod nanotubalar uchun

k
p = 2300 —'93, E =1000GPa, v = 0.19, G = 420GPa
m

nd?
[ ="

d =1.0nm, A=0.785nm?, — = 0.0491nm*, [;=15nm (1)

bu yerda p zichlik, E Yong (elastik) moduli, v Poisson nishat, G Kirxgof (kesish) moduli,
d nanotubalar diametri, A ularning kesim maydoni, | ularning kesim inersiya momenti va l;i ichki
xarakteristik uzunlikdir.

Nanotirsaklarni tasvirlash uchun nafagat klassik tirgak nazariyasi, balki kichik o‘lchamli
ta’sirlarga oid nojoyi elastiklik ham go‘llaniladi, bu esa masalan, statik egilish, erkin tebranish
tahlili va uglerod nanotubalarining elastik bukilish muammolarini o‘rganishga imkon beradi.

Lokal elastika uchun aniq analitik yechimlar

Elastik chiziqg yoki Euler elastikasi formal matematik tavsifi elliptik funksiyalar yordamida
umumiy yechimlar hamda erkin elastika va tortish kuchiga ega elastika uchun aniq
parametrizatsiyalar taqdim etilgan. Elastiklik nazariyasida nurning kichik segmenti uchun

muvozanat tenglamalari quyidagicha beriladi:

=9, a4 _ _kN, =kQ (2

ds ds ds

bu yerda M egilish momenti, Nva Qesa o‘q bo‘ylab kuch va kesish kuchi, va
elastikaning egri chizigligi bo‘lib, u shunday deyiladigan arka uzunligi parametri s bilan
parametrlangan,s 0 dan L gacha o‘zgaradi, bu yerda L elastikaning umumiy uzunligi (ba’zan,
umumiylikni yo‘gotmasdan, birlik elastika ko‘rib chigiladi, shuning uchun L = 1).

Agar 6(s)ni kompressiv yuk F ham x o‘gi bo‘ylab yo‘naltirilgan bo‘lgan va x o‘qi bo‘ylab
joylashgan elastik chizigning istalgan nuqgtasi P(x(s),y(s))dagi tegish burchagi deb aniglasak,
unda Euler elastik chizig‘ining bukilishi (masalan, kesish bo‘ylama egilishi) y o‘qi bo‘ylab sodir
bo‘ladi. Bunday vaziyatda o‘q bo‘ylab kuch va kesish kuchi, egri chiziglik va geometrik sharoitlar
quyidagicha beriladi:

N =—-Fcosf, Q=Fsing, Z—fzk, %zcos@, Z—izsin@ 3)

Klassik (lokal) nur modeli bo‘yicha elastika har ganday nuqtasidagi egilish momenti uning
egri chizigligiga proporsional bo‘ladi, ya’ni egilish momenti va egri chiziglik o‘rtasidagi
munosabat Euler-Bernulli gonuni bilan ifodalanadi:

M =—Elx = —-EI% ()
ds

dN _
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egiluvchan gattiglik EI Yung moduli E va inersiya momenti I orgali ifodalanadi.
Bundan tashqari, [2] da ko‘rsatilishicha, egilish momenti M va elastik egri bo‘ylab ta’sir

etuvchi aksial kuch N tenglama orgali bog‘langan
2
—=INl (5
bu mexanik muvozanat holatida elastika bo‘ylab har bir nugtada kuchlar yig‘indisi nolga
teng bo‘lishi talabining ifodasi deb tushunilishi mumkin.
(2)-(4) dan foydalangan holda bosh tenglamani quyidagicha aniglash mumkin:
a8 _ _taM _ @
ds2  Elds  EI
Yugoridagi hosilaga nisbatan yechilmagan chizigli ikkinchi tartibli oddiy differensial
tenglama 6(s) funksiyasi bo‘yicha (7)-ning chap va o‘ng tomonlarini 2% ga ko‘paytirib bir

marta integrallash mumkin. Shunda quyidagini olamiz:

d ((d6\? d
E((E) ) = 2a? — (cos 6) (7)
Buni quyidagicha integrallash mumkin:
9 _ | raZcosd 1 C=2% [1— (6 _ 4a?
=T 2a%cosf + C = p \/1 k? sin? (2), k=—=

bu yerda C, yoki ekvivalent ravishda k (a # 0, ya’ni F # 0 bo‘lganda), birinchi integral
konstantasidir.

Ta’kidlash joizki, integral konstantasi C o‘lchamsiz emas, balki nm~2 o‘lchamga ega,
ya’ni a? atamasining o‘Ichami bilan bir xil. k? < 1 bo‘lgan holatda (ya’ni C > 2a?), yugoridagi
ifoda quyidagicha integrallanadi:

k do k (6
) =+— [ ——==5+—F|(-,k 9
S( ) _Zaf 1—kzsin2(§) So T 2a (2 ) ( )
Bu yerda so ikkinchi integral konstantasi va ushbu
d
Flp.k) = [ == (10)

1-k?2sin2 ¢

F . . F
= ——sinf = —a?sin0, a’==  (6)
EI El

funksiya birinchi tur elliptik integraldir.

Shunday qilib, (9) ifodani teskari gilganimizda, ya’ni elliptik sinus funksiyasi sn(u, k) =
sin ¢ birinchi turdagi to‘liq bo‘lmagan elliptik integral F (¢, k) = u ning oddiy teskari funksiyasi
ekanligini hisobga olsak, (6) ning umumiy yechimini quyidagicha yozish mumkin:

6(s) = +2arcsin (sn (% (s — sp), k)) , % = i%adn (% (s — Sp), k) (11)

bu yerda biz (8) ni (11) ko‘rinishida gayta yozish uchun Jacobi elliptik delta va sinus

funksiyalari o‘rtasidagi bog‘lanishdan foydalandik, ya’ni,
dn?(u, k) =1 —u?sn?(u, k) =1 —k?sin? ¢ (12)

Ikkala integral konstantalari, ya’ni k (yoki C) va s,, egri nurning chegara giymat
masalalari (BVPs) uchun tegishli chegara sharoitlari (mahkam ushlab turilgan, oddiy
supportlangan va hokazo) go‘llanilishi orgali aniglanishi mumkin. (11) dan foydalangan holda
quyidagini olishimiz mumkin:

sin@ = +2sn (% (s —sp), k) cn (% (s — Sp), k)

cosf =1 — 2sn? (% (s — so),k) (13)
bu yerda biz Jacobi elliptik kosinus va sinus funksiyalari o‘rtasidagi bog‘lanishdan
foydalanganmiz, ya’ni,
cn?(u,k) =1 —sn?(u, k) =1 —sin? ¢ = cos? ¢ (14)
Keyin (3)-dagi oxirgi ikki tenglamani birlashtirib va (8)-dan foydalangan holda, Euler
elastikasidagi istalgan nuqgtaning koordinatalarini olamiz (olingan umumiy yechimning
namunaviy grafigi uchun 1-rasmga garang), ya’ni,
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k 1-2sin?%60 k 2 0 2 0
x(0) = [ cos0ds(@) = 4 [ s dd = xo £ (1-2) F (5.k) £ 2B (5. k)
(15)
_ . _ - 1 d(2a? cos(6)+C)
y(0) = [ sinfds(8) = F 2a2f T
2 [1-k2sinz(2)(16)
Bu yerda x,, y, integral konstantalari
E(p,k) = fo(p 1—k?sin2pde (17)

y[nm]

Yo $%\/2a2 cos(B) +C =y, +

x[nm]

-0.4 -0.2 0.2 0.4
1-rasm: (15) va (16) orqali aniglangan parametrik yechimning (x(e),y(e)) namunaviy
grafigi, integral konstantalari x, = y, = 0, C = 20nm™2, elliptik modul % = 0.99549, kuch F =
500nN , Yong modul E = 1000GPa , inertiya momenti I = 0.0491nm*.
— ikkinchi turdagi tolig bo‘Imagan elliptik integral.
(11)-dan foydalangan holda (15)—(16) ifodalari shuningdek s funksiyalari sifatida ham
yozilishi mumkin, ya’ni,

x(s) = xo + (1 —é) (s — 50) i%E(am (%(s—so),k),k)

y(s) =yo F=dn(S(s—so) k)  (18)
Bu yerda am(u, k) = ¢ Jacobi elliptik amplitudasi.
Xuddi shunday, k? > 1 (ya’ni, |C| < 2a?) bo‘lgan holatda, transformatsiyani go‘llash
orqali

F(p, k) = %F (arcsin (k sin (g)) , %) (19)
Biz (9) dagi umumiy yechimni quyidagicha yozish mumkinligini anigladik:

s(B) =sy + iF (arcsin (k sin (g)) ,%) (20)
(20) ifodani teskari ko‘tarib, [4] ni olamiz:

: 0

6(s) = +2arcsin (%sn (a(s — so),%)), Z—S =+ 2Tacn (a(s — so),%) (21)
Shuning uchun,
2 1 1
sinf = +—sn (a(s - SO)’E) dn (a(s — SO),E>

cosf =1- %sn2 (a(s - SO),%) (22)
Nihoyat, (3) dagi oxirgi ikki tenglamani birlashtirib va (8) ni qo‘llab, deformatsiyalangan
shinali Euler elastikasidagi istalgan nugtaning koordinatalarini quyidagicha aniglaymiz:

x(s)=fcos@ds=s—so—%fSnz(a(S—So),%)ds=x0_5+50i

%E (am (OI(S - So)’%) '%)(23)
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y(s) = [ sinfds = i%f sn (a(s - So),%) dn (a(s - So)’%) ds =y, +
icn (a(s — SO),%)(24)

Nolokal elastika uchun o‘yin differensial modeli

Kichik miqyosli ta’sirlar nurlar yoki nano-nurlarning normal bosim va deformatsiyasi
o‘rtasidagi konstitutiv. munosabatlarning tegishli o‘zgartirishlari (integral yoki differensial
shakllarda) yordamida klassik (joylik) elastiklik nazariyasi bilan birlashtirilishi mumkin. Eringen
yondashuviga ko‘ra (masalan, [3] ga garang), biz umumiy stress-deformatsiya munosabatining
integral ko‘rinishi orqgali chizigli elastiklik nazariyasiga shunday deb ataladigan deformatsiya
tomonidan boshqariladigan nojoylikni Kiritishimiz mumkin.

@ = [ k(|7 = ol (v’ = B[ (|7 =5 ey (v’ @9

Bu yerda a !(x) - x nugtadagi nolokal kuchlanishni ifodalaydi, o, ](x ) = Eg;j(x') esax’
referens nuqtada Iokal (va chizigli) kuchlanish—deformatsiya munosabatini aniglaydi. k,(|x —
x'|) — bu so‘nuvchi funksiya bo‘lib, u nurlar yoki nanonurlardagi uzoq masofali o‘zaro ta’ sirlarni
ifodalaydi. Ushbu yadro (kernel) funksiya masshtablovchi koeffitsient 4 = 212 ga bog*lig bo‘lib,
u nolokallik darajasini tavsiflovchi parametr sifatida tushuniladi (o‘lchov birligi — uzunlikning
kvadrati).

Umumiy holda, u material parametri €, va ichki xarakteristik uzunlik l; ga bog‘lig funksiya
sifatida aniglanadi (masalan, panjara parametri, granulalar o‘lchami, C—C bog‘lari orasidagi
masofa va hokazo) [8, 9].

Eringenning nolokal nazariyasida biz yuqgoridagi nolokal yadro k, (|x — x'[) ni ma’lum bir
chizigli differensial operator L, uchun Grin funksiyasi deb gabul gilamiz, shundayki

Luk(|% =) = 6(|2 = x"[)  (26)

Yuqoridagi differensial operatorning eng keng tarqalgan tanlovi L, = 1 — uV? bo‘lib, bu
yerda V? Laplas operatoridir. Bu shuni anglatadiki, (25) da berilgan stress-strain konstitutiv
munosabatining integral shaklini mos differensial shaklga ekvivalent tarzda gayta yozishimiz
mumkin (masalan, [8, 9] ga garang):

L, anl = o/} — uviaj; nl a = Eg;; (27)

Ushbu maqolada biz no- IokaI Euler elastlkalarlnl tasvirlash uchun oddiy differensial
modelni ko‘rib chigamiz, unda fazoviy o‘zgaruvchi x(s) (s arka uzunligi parametri bo‘yicha
parametrlangan) nisbatan Laplasian o‘rniga, ya’ni V,ZC(S) biz material o‘zgaruvchi s (ark uzunlik
parametri o‘zi) bo‘yicha Laplasian, ya’ni V2 ni ishlatamiz.

Keyin, bizning holatimizda, no-lokal stress-strain munosabati quyidagi ko‘rinishga ega:

d? oy
Oxx — U~ ds2 E&yy (28)

Bu yerda normal (x o‘qi bo‘ylab) no-lokal kuchlanish o,.,, s arka uzunligi parametriga ega
P(s) nugtada hisoblanganda, nafagat shu nugtadagi normal cho‘zilish ¢, ga, balki Euler elastik
chizigining boshqga barcha nuqgtalaridagi normal cho‘zilish giymatlariga ham bog‘lig (boshgacha
gilib aytganda, bizda shunday deyiladigan cho‘zilishga asoslangan no-lokal bo‘lish mavjud).
Yugoridagi (28) noan’anaviy konstitutiv bog*‘lanishni Euler-Bernoulli banka nazariyasiga go‘llash
egilish momenti-egri-lik bog‘lanishi (4) ni o‘zgartirishga olib keladi, bu o‘zgarish esa bizning
oddiy differensial modelimiz uchun endi quyidagicha ifodalanadi:

M- ud M= _Elx = —EI% (29)
So‘ng (2) va (3) dan quyidagini keltmb chigaramiz:
2
au — =X = _kN=Fcosg-Z (30)
dsz  ds
(30)ni (29)ga go‘yib hisoblasak, quyidagini olamiz:
M = —EI(1 — pa? 0039)%, a? =% (31)
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bu u nolga yaginlashganda (5)-ga kamaytirilishi mumkin. (31)-ni arc uzunligi parametri s
bo‘yicha differensiallab va yana (2)-(3)-ni qo‘llagan holda, bosh tenglama (6)-ning quyidagi
o‘zgartirilgan ko‘rinishini olamiz:

(1 — ua? cos 9) + pa?sin? 6 ( ) —a?sinf (32)

Agar biz shuni aniglasak

P(@) =1—pua?cosf =1—pa® + 2ua? sinzg (33)
Keyin (32) quyidagicha yozilishi mumkin
PO)-L2+P©0)(L) =-1P0) (34

Yuqoridagi nochizigli ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama 6(s) funksiyasi bo‘yicha
(34) ning chap va o‘ng tomonlarini 2P(6)( ) ga ko‘paytirib bir marta integrallash mumkin.
Shunda quyidagini olamiz: ,

d dae
L@ (L)) =-t4(@) @

Buni quyidagicha integrallash mumkin:

(1+u( ))PZ(H)—D2>O (36)

Bundan quyidagi natijani olishimiz mumkin:

R vy SO (G| Ca
B T u

— —— = 37
ds © \P%(6) 1-k; sinzg (37)
bu yerda D birinchi integral konstantasi va
_ 2ua? _ 2ua? _ 2pa?
17 uaz-1+p’ 27 pa2-1-p’ 37 paz-1 (38)

Qizigarli faktni gayd etaylik: (32) ifodasi p nolga yaginlashganda (6) ga osonlikcha gayta
keltirilishi mumkin bo‘lsa-da, (37) va (8) o‘rtasidagi bog‘liglik shunchalik ravshan emas (0 ga
bo‘linish tufayli). (37)ni (34)ga go‘yib, 6(s)ning ikkinchi hosilasi uchun ixcham ifodani ham
olishimiz mumkin, ya’ni,

dz_e p? P'(8) _ D%a’sinf

dsz _7 P3(0)  (ua?cosf-1)3" (39)
Agar (37) dagi o‘zgaruvchilarni ajratsak va olingan ifodalarga integral olsak, unda
ks sin?2)do
s(0) = £ f Ltosr) (40)

J(l—klsinzg)(l—kzsng)
bu esa bizni deformatsiyalangan elastika koordinatalarining mos ifodalariga ham olib
keladi, ya’ni

.20\ . ,0
1—k3sm27)51n27d0

x(0) = Jcos@ds(@) =s(0) ¥ \/_f \/

1 — k, sin? g) (1 — k, sin? g)

(1 k3sm )sm —d(sm g)

J(l k1 smze)(l—kz sng)
(41)-dagi ikkinchi ifoda osonlik bilan integrallanishi mumkinligini ko‘raylik, ya’ni
quyidagini olamiz:

y@) =y, +2- \/% . \/(1 — k; sin? g) (1 — k, sin? g) (42)

By yerda yo - integral konstantasi.
To‘lig bo‘lmagan elliptik integrallar orgali bilvosita parametrizatsiya

tan (g) = t belgilash kiritib quyidagilarni olamiz:

y(0) = [ sinfds(8) = 4\/—f

(41)

!
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sin=—25,  cosf=5, dg=2%  (43)
1+t 1+t 1+t
Shunda (40)-ifoda va (41) dagi birinchi ifoda quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:
S(0) = 2V Q2(D)dt

KK (14 t2)y/Py(t)

Q4(t)dt
x(1) = KK’f (1+t2)2[P(© (44)
bu yerda Q,(t), Q,(t) va P,(t) ko‘phadlar quyidagicha aniglanadi:
Q) =k —t?,  Qu(t) =kj—kskt? +t%,  Py(t) = (t* — k(¢ — k)
(45)
koeffitsientlar esa quyidagicha beriladi

) 1  pa?—-1+D ) 2ua?
ki = 2 klkl:z—’
ky—1 pa?2+1-D’ ua*+1-—D

, 1 pa? —1-0D , 2ua’?
ky = = o keky =
k,—1 pa*+1+D uac+1+D

1 a’—1 2ua?
=g =y k=
ks —1 pa?+1 uas +1

r— 1,0 L 1 pa®+1
K _k3 k1k21 KKI_ /('uaz_l_l)z_Dz (46)

Shunda (44) ifodalar integrallanib, quyidagilar hosil bo‘ladi:
5(8) = 5o+ 2% (kakiL(8) — 1,(6))  (47)

Ya’ni
5(0) = 50 + T2 (2007 1,(8) — (ua® + DL(8))  (49)
Va

x(6) = 2 — 5(6) + 50 £ 2L (k3k}15(0) — 1,(8))  (49)
Bu yerda so va xo — integrallash konstantalari, hamda

d
L(6) = f JPL = JlG = 1F((6), k)
L(6) = f T J&T = Jlo = TM(n, 9 (6), k)

dt
;)= moge O

integrallar bo‘lib, ular birinchi, ikkinchi va uchinchi turdagi to‘lig bo‘lmagan elliptik
integrallar orgali ifodalanadi. Uchinchi turdagi elliptik integral quyidagicha aniglanadi:

H(Tl @ k) 0 (1-nsin2 qb)w/l —k?2sinZ ¢ (51)
Bu yerda Jakobi amplitudasi ¢(8), elliptik modul k va xarakteristik n quyidagicha
beriladi:

0
[(t97 _ pua’?+1+D 6
@(8) = arcsin| —= | = arcsin| |[————=tg =

\/k_é pua?—1—-D “ 2

k= \/?_2 n=—k, (52)
ky

Yugqoridagi o‘zgartirishlar va hosilalar yordamida, yakuniy natijada elastikaning
koordinatalari to‘lig bo‘lmagan elliptik integrallar orgali noaniq parametrik ko‘rinishda
ifodalanadi (2-rasmga garang):
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y 4

y[nm]

/”A ~ .
/ o
/ AN
/ \ .
/ \
/ N
\

x 0

.\\\ 02
x[nm]
=3 =2 -1 0 1 "
2-rasm: 58) va (42) bilan aniglangan parametrik yechimning (x(e), y(H)) misoliy grafiklari,
integratsiya konstantalari x, = y, = 0, D = 0,1 va nojoylama parametr u = 2.25 nm?, kuch F =
500nN , Yong moduli E = 1000GPa , inertiya momenti I = 0.0491 nm*, bu yerda yashil chizig:
— 2+ ¢(0), qizil chizig:¢(8), kok chiziq: = — ¢(6).

2 2
5(8) = s, izﬁZMa (n, (6),k) — (1 + pa”)F(p(6), k)
\/(,uaz +D)? -1
X(6) = xp — (7(8) — yo)tg & + LD (g ), 1) FEELLEDD (53
bu yerda y(0) (42)-ifoda orgali aniglanadi.
Xulosa.

Mazkur tadgiqotda klassik Euler elastikasi va uning nolo-kal modifikatsiyasi uchun aniq
analitik yechimlar olindi. Lokal modelda elastik chizigning deformatsiyasi Yakobi elliptik
funksiyalari orgali ifodalandi. Bu yechimlar egilish momenti, aksial kuch va geometrik
parametrlarning o‘zaro ta’sirini aniq tasvirlash imkonini beradi. Nolo-kal modelni go‘llash
natijasida esa kichik o‘lchamli effektlarning elastik xatti-harakatga ta’siri aniglashtirildi.
Modifikatsiyalangan tenglama p parametr orgali materialning ichki xarakteristik uzunligini
hisobga oladi va p — 0 holatda lokal modelga o‘tishi ko‘rsatildi. Olingan parametrik yechimlar
birinchi, ikkinchi va uchinchi turdagi to‘lig bo‘Imagan elliptik integrallar yordamida ifodalandi.
Bu esa nano-miqyosdagi elastik tizimlarning mexanik xossalarini chuqurroq o‘rganish imkonini
beradi. Tadgiqot natijalari nano-balkalar, nanotubalar va boshga kichik o‘lchamli
konstruksiyalarning statik deformatsiyasini modellashtirishda muhim ahamiyat kasb etadi.
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